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Archimede est le premier savant a avoir démontré des propriétés de
I'aire du cercle. Dans la proposition | du traité De /la mesure du cercle, il

démontre, par la méthode d'exhaustion, que I'aire du cercle est égale
a l'aire du triangle dont la hauteur est le rayon et dont la base est la

circonférence du cercle.

Archiméde
Aire du cercle

Archimeéde s'est intéressé a l'aire de plu-
sieurs figures délimitées par des cour-
bes: les cercles, les paraboles, les cones,
les cylindres, les conoides, les sphéroides.
En cherchant a résoudre le probléme de
la quadrature du cercle, il a obtenu des
résultats fort intéressants. De tous les
savants grecs, c'est lui qui a apporté les
contributions les plus importantes au
calcul d'aires. Il a utilisé la méthode d'ex-
haustion pour démontrer la proposition |
de son traité De la mesure du cercle :

L'aire d'un cercle est égale a I'aire d'un
triangle dont la hauteur est égale au
rayon et la base est égale a la circon-
férence.

Considérons un cercle de rayon r et
construisons un triangle dont la hau-
teur est le rayon du cercle et la base est
la longueur C de la circonférence. Re-
présentons par Sl'aire du cercle et par A
I'aire du triangle.

By

Pour démontrer le résultat par exhaus-
tion, il fait deux démonstrations par I'ab-
surde de facon a pouvoir conclure que
I'aire du cercle ne peut étre ni plus gran-
de ni plus petite que I'aire du triangle.

Premiére réduction a I'absurde
Supposons que l'aire du cercle est plus
grande que l'aire du triangle, c'est-a-
dire, supposons que :

S> A

On peut donc construire un polygone
inscrit! dans le cercle de telle sorte que
la différence entre l'aire S du cercle et
I'aire P du polygone soit plus petite que
S- A On a alors la condition suivante :
S>P>A
[I suffit, au besoin, de doubler le nombre
de cotés pour déterminer le polygone qui
satisfait a cette condition.

/\|

‘\Dr :

1. Archiméde inscrit un carré et divise en deux
parties égales les arcs sous-tendus pour dé-
montrer |'absurdité.




Puisque le polygone est inscrit dans le
cercle, son périmétre p est plus petit que
la circonférence du cercle et son apo-
théme est plus petite que le rayon du
cercle. On a donc :
p<Ceta<r
Par conséquent pa < Cr. Or, par construc-
tion, l'aire A du triangle est donnée par :
Cr

A=—
2

et I'aire Pdu polygone est le demi-pro-
duit de son périmetre par son apothé-
me, soit :

p=£a
2
On a donc
p=PI T _4
2 2
d'ol P< A

Ce qui vient en contradiction avec le
fait que S> P > A. Cette contradiction
est engendrée par I'hypothése. Il faut en
conclure que I'hypothese est fausse et
I'aire du cercle ne peut étre plus grande
que celle du triangle.

Seconde réduction a I'absurde
Supposons maintenant que l'aire du cer-
cle est plus petite que l'aire du triangle,
c'est-a-dire, supposons que :
S<A

On peut donc construire un polygone
circonscrit? au cercle de telle sorte que la
différence entre l'aire S du cercle et I'aire
P du polygone soit plus petite que A - S.
On a alors la condition suivante :

S <P<A
Il suffit, au besoin, de doubler le nombre
de cotés pour déterminer le polygone qui
satisfait a cette condition.

2. Archimede inscrit un carré et divise en deux
parties égales les arcs sous-tendus pour dé-
montrer |'absurdité.
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Puisque le polygone est circonscrit au
cercle, son périmetre p est plus grand
que la circonférence du cercle et son
apotheme est égale au rayon du cercle.
On adonc:

p>Ceta=r

Par conséquent pa > Cr. Or, par construc-
tion, l'aire A du triangle est donnée par :
P

2

et l'aire Pdu polygone est le demi-pro-
duit de son périmetre par son apotheé-
me, soit :

p=td
2
On adonc:
p=Po 4
2 2
d'ol P> A.

Ce qui vient en contradiction avec le
fait que S< P <A. Cette contradiction
est engendrée par I'nypothese. Il faut en
conclure que I'nypothese est fausse et
I'aire du cercle ne peut étre plus petite
que celle du triangle.

Par ces deux réductions a I'absurde, on
obtient que l'aire du triangle ne peut étre
ni plus petite ni plus grande que celle du
cercle. On conclut qu'elles sont égales.

La proposition ainsi démontrée ne don-
ne pas de valeur numeérique a la circon-
férence du cercle. Elle indique seulement
que l'aire du cercle est égale au triangle
dont la hauteur est le rayon et dont la
base est €gale a la circonférence du cer-
cle.

Le lecteur est sans doute fa-

milier avec le fait que C = 20r,

mais Archimede ne ['était pas. Il

lui fallait le démontrer ou plus

précisement estimer la valeur
de ®. C'est ce qu'il fait a la pro-
position Il de son traité De la
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